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ßçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

1 Ôóíêöèè è ïðåäèêàòû

ÏóñòüM � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâîMk ñîñòîèò èç âñåõ êîðòåæåé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
M äëèíû k: 〈m1, . . . ,mk〉.

Áóäåì íàçûâàòü k-ìåñòíîé ôóíêöèåé íà M ëþáîå îòîáðàæåíèåMk →M , îïðåäåëåííîå íà âñåì
Mk.

1 ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé f â ñìûñëå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèÿ, êîòîðóþ èçó÷àþò â øêîëå
f : N → N, x 7→ x2?

Áóäåì òàêæå íàçûâàòü k-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì íà M ëþáîå îòîáðàæåíèå Mk → TV , ãäå TV =
{1, 0} � ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïðåäèêàò � ýòî èìÿ ñâîéñòâà
(åñëè ýòî îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò), áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ (äëÿ äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòà), òåðíàðíîãî
îòíîøåíèÿ (äëÿ òðåõìåñòíîãî) è ò. ä. Èìåíà ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñâîé-
ñòâå/îòíîøåíèè, áóäåì íàçûâàòü àðãóìåíòàìè ïðåäèêàòà. Âàëåíòíîñòüþ ïðåäèêàòà íàçûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ïðè ïðåäèêàòå. Â òîì æå ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î âàëåíòíîñòè ôóíêöèè.

Ïðèìåð îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà íà ìíîæåñòâå N: ×ÅÒÍÛÉ(x). Ýòîò ïðåäèêàò èñòèíåí íà âñåõ
÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (ò. å. ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷åòíûì ÷èñëàì 1 èç ìíîæåñòâà TV ) è ëîæåí
íà âñåõ îñòàëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (ò. å. ñòàâèò èì â ñîîòâåòñòâèå 0). Ñêîíñòðóèðîâàòü ïðèìåð
îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà íà ìíîæåñòâå, ñêàæåì, ëþäåé òåïåðü íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ðàññìîòðèòå,
íàïðèìåð, ïðåäèêàò ÌÓÆ×ÈÍÀ(x).

Ïðèìåð äâóõìåòíîãî ïðåäèêàòà íà ìíîæåñòâå N: ÄÅËÈÒÅËÜ(x, y) � ýòîò ïðåäèêàò èñòèíåí íà
âñåõ ïàðàõ 〈x, y〉, äëÿ êîòîðûõ âåðíî, ÷òî y äåëèòñÿ íà x áåç îñòàòêà. À ïðåäèêàò ÎÑÒÀÒÎÊ(x, y, z) �
òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò: îí èñòèíåí íà òðîéêàõ 〈x, y, z〉, òàêèõ ÷òî x äåëèòñÿ íà y ñ îñòàòêîì z.

Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü 0-ìåñòíûå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû. Ëþáàÿ 0-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ
åñòü êîíñòàíòà. Ïðèìåð 0-ìåñòíîé ôóíêöèè � ÷èñëî π.

2 Ñêîëüêî âîçìîæíûõ ïðåäèêàòîâ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå?
3 Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 0-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ è 0-ìåñòíûõ ôóíêöèé íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå?
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2 Ñèíòàêñèñ ÿçûêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ôóíêöèè è ïðåäèêàòû â ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèîíàëüíûìè è
ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìè. Ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ áóäåì
íàçûâàòü ñèãíàòóðîé ôîðìàëüíîãî ÿçûêà.

Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî V èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ � ñèìâîëîâ,
êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà C, ìíîæåñòâà èíäèâèäíûõ êîíñòàíò.

Òåïåðü îïðåäåëèì òåðì ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

1. Âñÿêàÿ èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì.

2. Âñÿêèé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè 0 åñòü òåðì.

3. Åñëè t1, . . . , tk � òåðìû, à f � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè k > 0, òî f(t1, . . . , tk)
åñòü òåðì.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, ÷òî åñòü àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Åñëè P � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè k, à t1, . . . , tk � òåðìû, òî âûðàæåíèå A(t1, . . . , tk) åñòü
àòîìíàÿ ôîðìóëà.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÿçûêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

1. Àòîìíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà.

2. Åñëè φ � ôîðìóëà, òî ¬φ � ôîðìóëà.

3. Åñëè φ è ψ � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ→ ψ) � ôîðìóëû.

4. Åñëè φ � ôîðìóëà, à ξ � èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ ∀ξ(φ) è ∃ξ(φ) � ôîðìóëû.

Ìû òàêæå áóäåì âêëþ÷àòü â ñèãíàòóðó äâóõìåñòíûõ ïðåäèêàòíûé ñèìâîë =, îáîçíàþùèé ðàâåí-
ñòâî.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè èç àëôàâèòà ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïåðåøëè
â àëôàâèò ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîÿâèëîñü ðîâíî äâà íîâûõ ñèìâîëà � ∀
è ∃. Ýòè ñèìâîëû íàçûâàþòñÿ êâàíòîðàìè. Ñèìâîë ∀ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè è ñî-
îòâåòñòâóåò âûðàæåíèÿì ðóññêîãî ÿçûêà òèïà "äëÿ âñåõ . . .", "êàêîé . . . íè âîçüìè, âåðíî, ÷òî
. . ."è äð. Ñèìâîë ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèÿì ðóññêî-
ãî ÿçûêà òèïà "ñóùåñòâóåò . . .", "äëÿ íåêîòîðîãî . . . âåðíî, ÷òî . . ."è äð. Íàïðèìåð, ôîðìóëà
∀x(student(x) → walk(x)) ñîîòâåòñòâóåò âûñêàçûâàíèþ àíãëèéñêîãî ÿçûêà Every student walks, à
ôîðìóëà ∃x(student(x) ∧ walk(x)) � âûñêàçûâàíèþ A student walks.

Ñôåðîé äåéñòâèÿ êâàíòîðà ∀ èëè ∃ â ôîðìóëå φ íàçûâàåòñÿ ïîäôîðìóëà ψ ôîðìóëû φ, íà-
õîäÿùàÿñÿ â ôîðìóëå φ ñ âîññòàíîâëåííûìè ñêîáêàìè â ñëåäóþùåì êîíòåêñòå: . . .∀x(φ) . . . èëè
. . .∃x(φ) . . .
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Êâàíòîðû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçûâàþùèìè îïåðàòîðàìè. Ïðè êâàíòîðå âñåãäà ñòîèò ïåðåìåííàÿ, ïî
êîòîðîé ïðîèñõîäèò êâàíòèôèêàöèÿ. Âñå âõîæäåíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé, íàõîäÿùèåñÿ â ñôåðå äåé-
ñòâèÿ êâàíòîðà, íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè âõîæäåíèÿìè ýòîé ïåðåìåííîé. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé
â ôîðìóëó íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè ýòî âõîæäåíèå íå íàõîäèòñÿ â ñôåðå äåéñòâèÿ êàêîãî-ëèáî
êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

Çàêîíû îòðèöàíèÿ êâàíòîðîâ

¬(∃x(φ)) ∼ ∀x(¬φ)
¬(∀x(φ)) ∼ ∃x(¬φ)

4 ×åìó, ïî ýòèì çàêîíàì, áóäóò ýêâèâàëåíòíû ôîðìóëû ¬(∃x(¬φ)) è ¬(∀x(¬φ))?
5 Èìåþò ëè ñìûñë ôîðìóëû ∃x(3 = 5), ∃y(9 =

√
81) è ∀z(1)? Åñëè äà, èñòèííû îíè èëè ëîæíû?

Ðàçáåðèòå êàæäûé ñëó÷àé â îòäåëüíîñòè.

3 ßçûêè, êîíñòðóèðóåìûå íà áàçå ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ââåäåì â ñèãíàòóðó ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèìâîë ∈, ïîíèìàåìûé â îáû÷íîì
ñìûñëå, ò.å. îáîçíà÷àþùèé îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòîì è ìíîæåñòâîì, êîòîðîìó îí ïðèíàäëå-
æèò. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ. Íà ýòîì ÿçûêå ìîæíî çàïèñûâàòü óòâåðæäåíèÿ
î ìíîæåñòâàõ � íàïðèìåð, àêñèîìû ñèñòåìû ZF. Âîò îäíà èç ýòèõ àêñèîì, íàçûâàåìàÿ àêñèîìîé
ýêñòåíñèîíàëüíîñòè, èëè îáúåìíîñòè.

∀x∀y((∀z((z ∈ x) → (z ∈ y)) ∧ ∀z((z ∈ y) → (z ∈ x))) → (x = y))

6 Ñôîðìóëèðóéòå ýòó àêñèîìó ñëîâàìè.

Äðóãàÿ àêñèîìà ZF � àêñèîìà ôóíäèðîâàíèÿ (ðåãóëÿðíîñòè):
Ó âñÿêîãî ìíîæåñòâà åñòü ìèíèìàëüíûé (ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ∈) ýëåìåíò, ò. å. ýëåìåíò, íå
ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ ñàìèì ìíîæåñòâîì.

7 Çàïèøèòå ýòó àêñèîìó íà ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ.
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