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1 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèå

1. Åñëè ìíîæåñòâî À ðàçáèòî â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, òî îòíîøåíèå "íà-
õîäèòüñÿ â îäíîì ïîäìíîæåñòâå"ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

2. Âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ òàêèì ñïîñîáîì èç íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ.

Çàïèñü îòíîøåíèé. Îáû÷íî âìåñòî 〈a, b〉 ∈ C ïèøóò aCb.

Çàäà÷è

1 Ïîêàæèòå, ÷òî òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ìîæíî
çàìåíèòü îäíèì: xRz è yRz ⇒ xRy (ïðè ñîõðàíåíèè òðåáîâàíèÿ
ðåôëåêñèâíîñòè).

2 Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò íà ìíî-
æåñòâå {1, 2, 3, 4}?

3 Íà ìíîæåñòâå çàäàíî äâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè A è B. Áóäåò
ëè èõ ïåðåñå÷åíèå îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè? Åñëè äà, òî ñêîëüêî
ó íåãî áóäåò êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè? ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî
îáúåäèíåíèå îòíîøåíèé?

Ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê. Ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà .
Ãðàôèê ôóíêöèè f � ìíîæåñòâî ïàð âèäà 〈a, f(a)〉. Â ìàòåìàòèêå ôóíêöèþ îòîæäåñòâëÿþò ñ åå
ãðàôèêîì.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ èç A â B (ïèøóò: A → B) � òàêîå îòíîøåíèå C ⊆ A×B, ÷òî 〈a, b〉 ∈ C è
〈a, c〉 ∈ C ⇒ b = c.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè C ⊆ A×B � ìíîæåñòâî { a ∈ A | 〈a, c〉 ∈ C }.

Èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà TV = {Èñòèíà, Ëîæü}. Òàê æå ïèøóò: TV =
{T, F} = {1, 0}
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ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

Äî ñèõ ïîð ìû çàíèìàëèñü ïðàêòè÷åñêè ëèøü ââåäåíèåì íîâûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå äîëæíû áûëè
ïðèãîäèòüñÿ â áóäóùåì. Ýòîò ìîìåíò íàñòóïèë, è ñåãîäíÿ ìû ðàññìîòðèì îäèí èç âàæíåéøèõ
ÿçûêîâ ìàòåìàòèêè � ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Âûñêàçûâàíèåì íàçûâàåòñÿ ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, äëÿ êîòîðîãî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü
î åãî èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà Âàñÿ � ñòóäåíò,
Ñåãîäíÿ èäåò äîæäü, Âñå ÷åðåïàõè äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè.
Íàïðîòèâ, ïðåäëîæåíèÿ Ñåãîäíÿ ïîéäåò äîæäü?, Íûíåøíèé êîðîëü Ôðàíöèè ëûñ, ‖ Íà ñòðàíèöå
2 õýíäàóòà ìåæäó ñèìâîëàìè "‖"íàïèñàíà ëîæü ‖, òàê êàê îïðåäåëèòü, èñòèííû èëè ëîæíû ýòè
ïðåäëîæåíèÿ, íåâîçìîæíî.

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ èñòèííîñòè è ëîæíîñòè âûñêàçûâàíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èñòèí-
íîñòíîãî çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèÿ. Åñëè âûñêàçûâàíèå A èñòèííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åãî èñòèí-
íîñòíîå çíà÷åíèå ðàâíî 1. Åñëè âûñêàçûâàíèå A ëîæíî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åãî èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå ðàâíî 0.

2 Àëôàâèò, ñëîâî, ñèíòàêñèñ

Ôîðìàëüíûé ÿçûê (â òîì ÷èñëå ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé) � ìíîæåñòâî ñëîâ â íåêîòîðîì àëôà-

âèòå.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëôàâèò � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû àëôàâèòà ÷àñòî íàçûâàþò
áóêâàìè, èëè ñèìâîëàìè äàííîãî àëôàâèòà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, â êîòîðûå íå âõîäÿò
íèêàêèå ñèìâîëû, êðîìå ñèìâîëîâ äàííîãî àëôàâèòà, íàçûâàþòñÿ ñëîâàìè â äàííîì àëôàâèòå.
Ïóñòîå ñëîâî ε (ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ñèìâîëà) åñòü ñëîâî â ëþáîì àëôàâèòå.

4 Íàïðèìåð, çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé àëôàâèò Σ = {a, b, c}. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ
áóäåì îáîçíà÷àòü Σ∗. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bbabcca, abba, c áóäóò ñëîâàìè â àëôàâèòå Σ, à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bbabcda, ♣♦♥♠, dz � íå áóäóò. Áîëåå êîðîòêî � {bbabcca, abba, c} ⊂ Σ∗, à
{bbabcda, ♣♦♥♠, dz} 6⊂ Σ∗.

5 Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð èç ôðàãìåíòà ðóññêîãî ÿçûêà. Çàôèêñèðóåì àëôàâèò {ë, ì, î} è áóäåì
ñòðîèòü ñëîâà â ýòîì àëôàâèòå. Èõ ïîëó÷èòñÿ, ðàçóìååòñÿ, áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî:

ε
ë ì î
ëë ëì ëî
ìë ìì ìî
îë îì îî
ëëë ëëì ëëî
ëìë ëìì ëìî
ëîë ëîì ëîî
ìëë ìëì ìëî
ììë ììì ììî
ìîë ìîì ìîî
. . .

2



Îäíàêî ëèøü íåìíîãèå èç íèõ áóäóò ñëîâàìè ðóññêîãî ÿçûêà (èç òåõ, ÷òî ïðèâåäåíû âûøå, ñëîâà
ðóññêîãî ÿçûêà âûäåëåíû êóðñèâîì). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà îäíîãî
àëôàâèòà ìàëî, òðåáóþòñÿ åùå íåêîòîðûå ïðàâèëà ñîñòàâëåíèÿ ñëîâ, èëè ñèíòàêñèñ ýòîãî ÿçûêà.
Êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü, áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ðàçäåëå 3.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî ÿçûêà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü àëôàâèò è ñèíòàê-
ñèñ. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåíèè ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ìàòåìàòèêè íåîáõîäèìî ââåñòè èíòåðïðåòàöèþ,
èëè ñåìàíòèêó äëÿ äàííîãî ÿçûêà. Ñåìàíòèêó ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèÿ, êàê è ñèíòàêñèñ, ìû
ââîäèì â ðàçäåëå 4.

3 Àëôàâèò ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

Çàôèêñèðóåì àëôàâèò σ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

σ = {P,¬,∧,∨,→,↔, (, )}

Ñëîâà âèäà (P ), (PP ), (PPP ) è ò. ä. áóäåì íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Îáî-
çíà÷èì ýòè ñëîâà P1, P2, P3 è ò. ä. ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàçó æå äîãîâîðèìñÿ ïèñàòü A âìåñòî P1, B
âìåñòî P2, C âìåñòî P3.

Ñèìâîëû ¬, ∧, ∨, →, ↔ áóäåì íàçûâàòü ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè. Èõ íàçâàíèÿ: ¬ � îòðèöàíèå,
∧ � êîíúþíêöèÿ, ∨ � äèçúþíêöèÿ, → � èìïëèêàöèÿ, ↔ � ýêâèâàëåíöèÿ.

4 Ñèíòàêñèñ ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, êàê è ëþáîé ôîðìàëüíûé ÿçûê åñòü ìíî-
æåñòâî ñëîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå σ. Óñëîâèìñÿ äëÿ ÿçûêîâ ìàòåìàòèêè
ãîâîðèòü íå ñëîâà, à ôîðìóëû, à òàêæå ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà âìåñòî ñëîâî â äàííîì

ÿçûêå.

4.1 Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóë

Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë â ÿçûêå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

1. Âñÿêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü ôîðìóëà.

2. Åñëè A è B � ôîðìóëû, òî (¬A), (A ∧B), (A ∨B), (A → B) è (A ↔ B) åñòü ôîðìóëû.

Áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëû â ÿçûêå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ôîðìóëàìè.
Òàê, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∧A(↔ ¬B()B íå ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëîé, à

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (((¬A) → (A ∧ C)) ∨ (C ↔ B)) ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëîé.

4.2 Ñîãëàøåíèÿ î ñêîáêàõ

Âíåøíèå ñêîáêè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó èõ ìîæ-
íî îïóñêàòü. Òàêæå ìîæíî îïóñêàòü ñêîáêè â ôîðìóëå, èìåÿ â âèäó, ÷òî îòðèöàíèå ñâÿçûâàåò
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ñèëüíåå, ÷åì êîíúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ ñâÿçûâàåò ñèëüíåå, ÷åì äèçúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ ñâÿçû-
âàåòñÿ ñèëüíåå, ÷åì èìïëèêàöèÿ, à èìïëèêàöèÿ � ñèëüíåå, ÷åì ýêâèâàëåíöèÿ. Ïîýòîìó â ôîðìó-
ëå ¬A → A ∧ C ∨ C ↔ B ñêîáêè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ((¬A) →
((A ∧ C) ∨ C)) ↔ B.

5 Ñåìàíòèêà ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

5.1 Îöåíêà

Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìóëîé ÿçûêà ëî-
ãèêè âûñêàçûâàíèé, ò. å. ñîñòàâëåííîãî ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, çàâèñèò òîëüêî îò èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â ýòî âûñêà-
çûâàíèå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü V = {A,B,C, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îöåíêîé (evaluator)
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ g : V 7→ {1, 0}. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ g âñÿêîìó âûñêàçûâàíèþ ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå � 1, åñëè âûñêàçûâàíèå èñòèííî, è 0, åñëè ëîæíî.

5.2 Ñìûñë ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, òàáëèöû èñòèííîñòè

Îïðåäåëèì ñìûñë ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

g(¬A) = f¬(g(A))
g(AλB) = fλ(g(A), g(B)), ãäå λ � îäíà èç ñâÿçîê ∧,∨,→,↔.

Òîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñìûñë ôóíêöèé f¬, f∧, f∨, f→, f↔. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè
èñòèííîñòíûõ òàáëèö.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èñòèííîñòíóþ òàáëèöó äëÿ ôîðìóëû A. Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî
{P1, . . . , Pn} âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â A. Òîãäà òàáëèöåé èñòèííîñòè äëÿ
ôîðìóëû A íàçûâàåòñÿ òàáëèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

P1 . . . Pn A
. . . . . . . . . . . .
α1 . . . αn α
. . . . . . . . . . . .

Çàãîâîê òàáëèöû ñîñòîèò èç ïåðå÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â ôîðìóëó ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
è çàïèñè ñàìîé ôîðìóëû, à òàêæå 2n ñòðîê, â êîòîðûõ âûïèñàíû âñå ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè íóëåé
è åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì âîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ñîäåðæèò èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
α ∈ {1, 0} âñåé ôîðìóëû A.

Òîãäà ïðèäàäèì ñåìàíòèêó ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì.

1. Îòðèöàíèå ¬A ôîðìóëû A èñòèííî, òèòòê A ëîæíî.

2. Êîíúþíêöèÿ A ∧B ôîðìóë A è B èñòèííà, òèòòê A è B èñòèííû.

3. Äèçúþíêöèÿ A ∨B ôîðìóë A è B èñòèííà, òèòòê õîòÿ áû îäíî èç ôîðìóë A è B èñòèííà.
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4. Èìïëèêàöèÿ A → B ôîðìóë A è B ëîæíà, òèòòê A èñòèííî, à B ëîæíî. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
èìïëèêàöèÿ A → B èñòèííà.

5. Ýêâèâàëåíöèÿ A ↔ B ôîðìóë A è B èñòèííà, òèòòê èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ A è B (ò. å. ëèáî
A è B îäíîâðåìåííî èñòèííû, ëèáî îäíîâðåìåííî ëîæíû.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ èñòèííîñòíûå òàáëèöû äëÿ âñåõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

A ¬A
0 1
1 0

A B A ∧B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

A B A ∨B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

A B A → B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

A B A ↔ B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

5.3 Òàâòîëîãèè è ïðîòèâîðå÷èÿ

Òàâòîëîãèÿ � âûñêàçûâàíèå, èñòèííîå ïðè ëþáûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ
â íåãî.

6 Íàïðèìåð, A → A ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Äîêàæèòå ýòî.

Ïðîòèâîðå÷èå � âûñêàçûâàíèå, ëîæíîå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â íåãî.

7 Íàïðèìåð, A ∧ ¬A ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Äîêàæèòå ýòî.

Òàâòîëîãèè òàêæå èíîãäà íàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûìè âûñêàçûâàíèÿìè, à ïðîòèâî-
ðå÷èÿ � òîæäåñòâåííî ëîæíûìè.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îòðèöàíèå ëþáîé òàâòîëîãèè äàåò ïðîòèâîðå÷èå, à îòðèöàíèå ëþáîãî ïðî-
òèâîðå÷èÿ äàåò òàâòîëîãèþ.
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5.4 Ýêâèâàëåíòíîñòü âûñêàçûâàíèé

Äâà âûñêàçûâàíèÿ A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ýêâèâàëåíöèÿ A ↔ B òîæäåñòâåííî
èñòèííà.

6 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ïðè êàêèõ P , Q è R èñòèííû ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû:

(a) P ∧ (Q ∨ ¬P ) ∧ ((¬Q → P ) ∨Q)

(b) (P → (Q → R)) → ((P → Q) → (P → R))

2. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

((P → Q) → P ) → P

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

((P → Q ∧R) → (¬Q → ¬P )) → ¬Q

íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

4. Ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðàññòàíîâêè ñêîáîê â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ:

(a) (¬A ∧B) → (C → A)

(b) ((¬A ∧B) → C) → A
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