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Òåîðåìà Êàíòîðà

Öåëüþ ñåãîäíÿøíåãî çàíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàíòîðà.
Íà÷åì ìû, îäíàêî, ñ èçó÷åíèÿ îïåðàöèé, êîòîðûå ìîæíî ïðîèçâîäèòü íàä
ìíîæåñòâàìè, è ñ ïîâòîðåíèÿ ïîíÿòèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà.

1. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

� Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ (îáîçíà÷àåòñÿ ∪)
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B (A∪B) ñîäåðæèò ýëåìåíòû, ïðèíàäëå-
æàùèå A èëè B:

A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}

� Ïåðåñå÷åíèå (îáîçíà÷àåòñÿ ∩)
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B (A∩B) ñîäåðæèò ýëåìåíòû, ïðèíàäëå-
æàùèå A è B îäíîâðåìåííî:

A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B}

� Ðàçíîñòü (îáîçíà÷àåòñÿ \)
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B (A\B) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò A, íî íå ïðåíàäëåæàò B:

A\B = {x | x ∈ A è x 6∈ B}

� Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü (îáîçíà÷àåòñÿ 4)

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (A4B) ñîäåðæèò ýëåìåí-
òû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðîâíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è B:

A4B = (A\B) ∪ (B\A) = (A ∪B)\(A ∩B)

1 Ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâà A, B è C òàêèå, ÷òî A ∩B 6= ∅, A ∩ C = ∅
è (A ∩B)\C = ∅?
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Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå êîðòåæà èç n ýëåìåíòîâ. Äî ñèõ ïîð, ãîâîðÿ î ìíî-
æåñòâàõ, ìû ïðîâîäèëè ïàðàëåëü ñ ìåøêàìè. Åäâà ëè ìîæíî ãîâîðèòü î
òîì, â êàêîì ïîðÿäêå ñëåäóþò ýëåìåíòû âî ìíîæåñòâå-ìåøêå. Òåïåðü ìû áó-
äåì ãîâîðèòü òàêæå î êîðòåæàõ � ìíîæåñòâàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ óïîðÿäî-
÷åíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü êîðòåæà-
ìè, à n-ýëåìåíòíûé êîðòåæ áóäåì çàïèñûâàòü 〈x1, x2, . . . , xn〉. Äâóõýëåìåíò-
íûé êîðòåæ áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé, èëè ïðîñòî ïàðîé òðåõ-
ýëåìåíòíûé � òðîéêîé, ÷åòûðåõýëåìåíòíûé � ÷åòâåðêîé, n-ýëåìåíòíûé �
ýíêîé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ôàêòû:

{a, b} = {b, a}
〈a, b〉 6= 〈b, a〉

Îïåðåäåëåíèå 1. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî
B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A×B = {〈x, y〉 | x ∈ A è y ∈ B}

2. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà

Êàê ìû óæå èçó÷àëè, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íàçû-
âàåòñÿ òàêæå ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà À áóäåì îáî-
çíà÷àòü |A|.

Îïåðåäåëåíèå 2. Åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ìíîæåñòâ ìîæíî óñòàíî-
âèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå (òæ. îäíî-îäíîçíà÷íîå, âçàèìíîå îäíîçíà÷íîå)
ñîîòâåòñòâèå, ìîùíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ðàâíû.

Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ñîîòâåòñòâèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó èç îäíîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí
èç äðóãîãî è íàîáîðîò. Î ìíîæåñòâàõ, ìîùíîñòè êîòîðûõ ðàâíû, òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî îíè ðàâíîìîùíû.

2 Êàêèõ ïîäìíîæåñòâ áîëüøå ó 100-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà �
ìîùíîñòè 57 èëè ìîùíîñòè 43?

Ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà è îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îòðåçêè [0, 1] è [0, 2]. Î÷åâèäíî, êàæäûé èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è êàæäûé èç íèõ ñîñòîèò,
òàêèì îáðàçîì, èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (ïîêàæèòå ýòî!). Ìîùíî-
ñòè ýòèõ îòðåçêîâ ðàâíû, ò.ê. ìåæäó íèìè åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå: êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ [0, 1] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò
y ∈ [0, 2], òàêîé ÷òî y = 2x. Èíûìè ñëîâàìè, èñêîìîå ñîîòâåòñòâèå çàäàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì x 7→ 2x.
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3 Äîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) è ëó÷ {x | x ∈ R è x > 0} ñóòü
ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà.

Ôàêò. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B, òèòòê A
ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B′ ⊆ A è ìíîæåñòâî B íå ðàâíî-
ìîùíî íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà A. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ îòíîøåíèÿ �áîëüøå� ìåæäó ìîùíîñòÿìè ìíîæåñòâ.

Îïåðåäåëåíèå 3. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ⇔ A
ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Èíûìè ñëîâàìè, A ñ÷åòíî, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {x1, x2, x3, . . . }, ãäå xi ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîìó ÷èñëó i, ïðè÷åì ýòî
ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, òàê ÷òî âñå xi ðàçëè÷íû.

4 Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z è ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë Q ñ÷åòíû.

Ìîùíîñòü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ℵ0 (�aëåô íóëü). Óêà-
æåì, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íåñ÷åòíî.

3. Òåîðåìà Êàíòîðà, ïàðàäîêñ Êàíòîðà

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(X) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 1 (Êàíòîðà). Íèêàêîå ìíîæåñòâî X íå ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó
âñåõ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ P(X).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X,
ðàâíîìîùíîå P(X). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ 2, ìåæäó ýëåìåíòàìè X è P(X)
åñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îáîçíà÷èì åãî ϕ; ϕ âñÿêîìó ýëåìåí-
òó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ϕ(x) ∈ P(X). Òîãäà ðàññìîòðèì òå
ýëåìåíòû x ∈ X, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùåìó èì ïîäìíî-
æåñòâó ϕ(x). Ýòè ýëåìåíòû ôîðìèðóþò ìíîæåñòâî Z:

Z = {x ∈ X | x 6∈ ϕ(x)}

Òîãäà Z ⊂ X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z ∈ P(X) è Z = ϕ(z) äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ X.
Çíà÷èò,

z 6∈ ϕ(z) ⇔ z 6∈ Z

Íî ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Z,

z 6∈ ϕ(z) ⇔ z ∈ Z
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Âûõîäèò, ÷òî z 6∈ Z ⇔ z ∈ Z. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåãäà ñòðîãî ìåíüøå ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ñíîâà ìíîæåñòâî X è
ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ P(X). Êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî {x} ∈ P(X). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî X ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà P(X) è îáðàòíîå íåâåðíî.

Ïðèâåäåì òàêæå ïàðàäîêñ Êàíòîðà (1899).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìûñëèìûõ ìíîæåñòâ, íàçîâåì åãî U . Òåïåðü
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ P(U). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà,
|U | < |P(U)|. Íî P(U) ⊆ U , ò.ê. U ñîñòîèò èç âñåõ ìûñëèìûõ ìíîæåñòâ.
Òîãäà |U | íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè P(U). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïàðàäîêñ Êàíòîðà áûë ðàçðåøåí â 1908 ãîäó, êîãäà íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Öåðìåëëî ïðåäëîæèë ñèñòåìó àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ áûëà âïî-
ñëåäñòâèè äîïîëíåíà Ôðåíêåëåì è íîñèò íàçâàíèå ñèñòåìû Öèðìåëëî �
Ôðåíêåëÿ, ZF. Â ñèñòåìå ZF ïàðàäîêñ Êàíòîðà âîñïðîèçâåñòè íå óäàåòñÿ,
ò.ê. àêñèîìû ZF ïîäîáðàíû òàê, ÷òî íåëüçÿ äîêàçàòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà

Âåðåùàãèí Í. Ê., Øåíü À. Õ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ.
×àñòü 1. Íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1999.
[ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/logic/sets/]

Ïëèñêî Â. Å. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: Êóðñ ëåêöèé. �
[http://lpcs.math.msu.su/ ∼ plisko/matlog.pdf]
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